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Розглянуто питання теоретичного обґрунтування варіантів вибору опти-
мальної стратегії інтеграції аграрного підприємства до оптового ринку із за-
стосуванням методологічного інструментарію некооперативної теорії ігор. 
Запропоновано моделювання поведінки аграрного підприємства на ринку, шля-
хом досягнення рівноваги Неша за різних сценаріїв дій конкурентів і обсягів ін-
формації про ринкові умови.  
Обґрунтовано методику застосування ітераційних алгоритмів для обчис-
лення рівноваг у загальному класі неквадратичних опуклих багатогранників для 
формування методик і побудови алгоритмів поведінки аграрних підприємств у 
ринковій діяльності. Визначено, що в реальних умовах діяльності аграрного під-
приємства на оптовому ринку прийняття рішень відбувається паралельно. 
Шляхом комплексного використання чисельних методів на основі розв’язання 
задач по оптимізації гарантується плавне зближення з рівновагою Неша. При 
вирішенні таких задач, гра може мати множинні ізольовані рівноваги Неша, 
якщо у гравців є неквадратичні функції виплат. З цього визначаються резуль-
тати локальної конвергенції, тому що в неквадратичних завданнях глобальні 
результати піддаються сильним обмеженням. Однак існує зв’язок з напівгло-
бальною практичною асимптотичною стабільністю, якщо у гравців є квадра-
тичні функції виграшу. Для неквадратичних функцій виграшу показано, що 
збіжність зміщена пропорційно амплітудам сигналів збурень і третім похід-
ним функцій виграшу і відповідає цьому зміщенню в чисельному прикладі. 
Визначено, що за умови часткової інформації про стан ринку стратегія 
навчання, розроблена відповідно до основних положень теорії ігор, залишаєть-
ся привабливою. Застосування визначеної стратегії дій підприємству поліп-
шити своє початкове становище, вимірюючи тільки власні значення виграшу і 
не застосовуючи оцінки потенційно невизначених параметрів. Запропоновано 
використання прикладного інструментарію теорії ігор для визначення опти-
мальної стратегії дій аграрного підприємства для задач інтеграції його до оп-
тового ринку овочевої продукції 
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1. Вступ 
Тенденції розвитку економічної ситуації на оптовому ринку, в тому числі і в 
торгівлі між двома країнами може розглядатися як проблема переговорів. Подібне 









торг, двостороння монополія і ін. Її також можна розглядати як гру з двома грав-
цями, відмінну від нульової. У цьому трактуванні існує кілька загальних припу-
щень про поведінку одного суб’єкта або групи, в певних економічних умовах.  
Оптовий ринок овочевої продукції визначається як ринок чистої конкурен-
ції. У сучасній економіці для визначення одного і того ж поняття використову-
ються різні визначення: «досконала конкуренція» і «чиста конкуренція». Це 
класична проблема обміну, яка розглядалася в рамках моделей двосторонньої 
монополії, що має на меті максимізацію як спільного прибутку об’єднання олі-
гополістів, так і прибутку кожного з учасників.  
Завдяки тому, що овочева продукція по суті є однорідною, кінцеві покупці 
завжди мають інформацію про рівень цін і обирають тих суб’єктів ринку, які 
пропонують більш низькі ціни. Аграрні підприємства в процесі реалізації виро-
бленої продукції, у свою чергу, також усвідомлюють, що інформацію про пото-
чні ціни мають всі кінцеві покупці. Тому вони не намагатимуться встановлюва-
ти більш високі ціни, оскільки покупці просто виберуть продукцію інших реалі-
заторів. Звичайно, на реальному ринку ситуація виглядає трохи по-іншому, так 
що рівень ціни на овочеву продукцію, представлену на ринку великою кількіс-
тю підприємств і приватних виробників, може мати незначні відхилення. Це ві-
дбувається через дещо різну якість представленої продукції та обсяги товарної 
партії, але ця різниця не є значною.  
Щоб дати теоретичне роз’яснення вибору оптимальної стратегії інтеграції 
аграрного підприємства до оптового ринку, сформовано математичну модель, за 
якою розвивається ринок, для досягнення рівноваги Неша. Теорія Дж. Неша за-
снована на припущенні, що кожен учасник торгових відносин діє незалежно, 
без співпраці або спілкування з ким-небудь з інших. Спочатку концепція рівно-
ваги Неша використовувалася в математичному програмуванні (в багатокрите-
ріальної оптимізації та теорії статичних ігор), де рівноважні рішення Неша час-
то виникали в сідлових точках функції виграшу. Далі, ця концепція була узага-
льнена для диференціальних ігор і реалізована у вигляді стратегії управління 
рівновагою Неша. Однак, оскільки у нас один гравець – це аграрне підприємст-
во, яке намагається інтегруватися в ринок, а інший гравець – це фактично сам 
ринок, багато проблем залишаються невирішеними. Тому при розрахунку стра-
тегії в математичній моделі буде використано прагнення кожного аграрного під-
приємства максимізувати свій прибуток, з урахуванням практично відсутньої 
ймовірності для аграрного підприємства того, що інша сторона не буде відпові-
дати умовам угоди.  
Актуальність досліджень обумовлена вимогами підвищення ефективності 
формування оптимальної стратегії інтеграції аграрного підприємства до оптово-
го ринку овочевої продукції з використанням методологічного інструментарію 
теорії ігор. 
 
2. Аналіз літературних даних та постановка проблеми 
У теорії на оптовому ринку чистої конкуренції, яким є ринок овочевої про-
дукції, жодне аграрне підприємство чи приватний виробник не має можливості 









кціонування галузі є визначення напряму розвитку і формування оптимальної 
стратегії діяльності аграрних підприємств [Ошибка! Источник ссылки не 
найден.]. 
Сценарії різноманітних стратегій діяльності фірми на ринку, серед яких 
модель Курно, стратегія фіктивної гри, динамічна версія фіктивної гри і градіє-
нтної реакції, алгоритми синхронного розподіленого навчання, досліджувались 
вченими на протязі багатьох років [Ошибка! Источник ссылки не найден.–
Ошибка! Источник ссылки не найден.]. Інші підходи дозволяють ідентифіку-
вати цю типову ситуацію, як обмін з ненульовою підсумковою сумою [Ошибка! 
Источник ссылки не найден.].  
Більшість алгоритмів, спрямованих на досягнення конвергенції рівноваги 
Неша, вимагають моделювання інформації про гру і припускають, що гравці 
можуть спостерігати за діями інших гравців. Два класичних приклади – краща 
відповідь і фіктивні стратегії гри, де кожен гравець вибирає дію, яка максимізує 
його виграш, ураховуючи дії інших гравців. У [Ошибка! Источник ссылки не 
найден.] досліджується існування рівноваги Неша для повторної розширеної 
дуопольної моделі цінової конкуренції Бертрана, яка є спеціальною повторюва-
льною грою. Однак це ідеалізований підхід до проблеми торгової конкуренції 
на ринку, який передбачає досконалу раціональність сторін, рівність у навичках 
ведення торгівлі і те, що кожен з них має повне знання потенціалу та переваг 
іншого. 
 Було розроблено алгоритм пошуку рівноваги Неша для агрегаційної гри. 
Алгоритм розроблений з двома взаємопов’язаними динаміками: прогнозована 
динаміка градієнтного відтворення для пошуку рівноваги з локальними обме-
женими наборами стратегій [Ошибка! Источник ссылки не найден.] та роз-
поділена середня динаміка відстеження для оцінки агрегації [Ошибка! Источ-
ник ссылки не найден.]. Крім того, в [Ошибка! Источник ссылки не най-
ден.] показано як динаміка відстеження розподіленого середнього застосову-
ється до балансування за вагою орієнтованого графа, що покращує алгоритм 
навчання. Однак розподілені алгоритми дозволяють досягати балансу тільки зі 
швидкістю, яка явно обмежена структурою графа, будучи асимптотичними за 
своєю природою. 
В [Ошибка! Источник ссылки не найден.] показано, що результат збі-
жності має місце, якщо для будь-якої заданої локальної діагональної умови до-
мінування матриця відповідає критерію гурвіцевості, то така гра не може мати 
будь-яких асиметричних рівноваг. Проте, таке припущення допускає збіжність і 
створює потенційно складну залежність від невідомої ігрової моделі і вибору 
параметрів. 
В роботі [Ошибка! Источник ссылки не найден.] пошук стратегії рів-
новажного управління в диференціальної грі з ненульовий сумою за кінцеве час 
проводився шляхом зведення гри до серії завдань оптимального управління і 
подальшого застосування ітераційних процесів принципу максимуму. У ситуа-
ції, коли до кінця гри деякі гравці повинні увійти в свої визначені стану і в той 
же час вибирати свої стратегії так, щоб підтримувати рівновагу, граничні умови 









дженні отримано ітераційний алгоритм пошуку управління рівновагою, який 
був реалізований без використання звичайних методів теорії ігор.  
У роботі [Ошибка! Источник ссылки не найден.] досліджено екстрема-
льні стратегії розподілу ресурсів між партнерами по альянсу, включаючи рівно-
важну стратегію, пропорційну стратегію, жадібну стратегію і випадкову страте-
гію. Порівнюючи переваги і недоліки, визначається, яку стратегію слід викори-
стовувати в процесі прийняття інвестиційних рішень фірмами. Для кожної 
стратегії встановлено і змодельована експериментальна модель і зроблено ви-
сновок, що найчастіше жадібна стратегія, заснована на алгоритмі Радо-
Едмондса, забезпечує найкращу ефективність. Однак, як зазначають самі авто-
ри, деякі параметри експериментального середовища генеруються випадковим 
чином. Таким чином, висновки можуть бути застосовні не для всіх випадків. 
Крім того, в партнерській грі між двома гравцями ще є багато додаткових чин-
ників, які необхідно враховувати, і ця модель дає лише деякі експериментальні 
висновки в декількох теоретичних точках.  
Розглядалася теорія гіперраціонального вибору основі концепції Неша. Рі-
вновагу Неша можна розділити на три класи. Перший клас – це рівноваги, які 
розглядаються виходячи з особистої вигоди. Другий клас – це рівноваги, які 
вибираються виходячи з прибутку або збитку інших гравців. Третій клас – це 
рівноваги, які розглядаються виходячи з індивідуальної вигоди і збитку або 
прибутку інших гравців одночасно. Так, у [Ошибка! Источник ссылки не 
найден.] теорія гіперраціонального вибору прагне пояснити поведінку людини, 
яка поводиться мудро і розглядає вигоду або втрату інших на додаток до інди-
відуальної вигоди. Ця нова концепція може добре описати деякі види людської 
поведінки. Навпаки для економічних задач, як-то задач інтеграції підприємства 
в оптовий ринок, доцільніше розглядати перший тип рівноваги при якому дося-
гається максимізація прибутку.  
У [Ошибка! Источник ссылки не найден.] досліджено потенційну функ-
цію, яка гарантує одне і тільки одне рівновагу Неша, коли така функція не є 
строго ввігнутої і існування максимуму не забезпечується. Показано умови дос-
татності для зважених потенційних ігор двох гравців, коли набори стратегій є 
дійсними гільбертовими просторами. Робота ілюструє клас ігор в скінченнови-
мірних просторах, однак це вирішальною мірою залежить від гладкості потенці-
алу. Для прикладів, коли потенціал не є гладким, навіть якщо він строго увігну-
тий, одиничність рівноваги Неша не гарантовано. 
У роботі [Ошибка! Источник ссылки не найден.] показано, що задача дося-
гнення рівноваги Неша, як своєрідне поєднання стратегій, тісно пов’язана з бага-
тьма важливими проблемами математики, економіки та інженерних технологій. 
Узагальнена ігрова модель грає важливу роль в задачах управління економікою у 
доведенні існування загальної рівноваги. Але багато економічних проблем в кін-
цевому підсумку зводяться до нелінійних задач, які позначаються функцією кори-
сності без переваги в нескінченновимірному просторі порядку. Традиційна модель 
загальної гри не може мати справу з такими проблемами, як функція корисності 









задачі. Оскільки немає готових методів для вирішення проблем, необхідно шукати 
нові методи дослідження. 
Таким чином, для визначення оптимальної стратегії інтеграції аграрних 
підприємств до оптового ринку овочевої продукції доцільно використовувати 
чисельну корисність, згідно з якою математична модель формується з викорис-
танням числових значень корисності для подання переваг кожного гравця. В 
цьому разі кожен гравець, який бере участь в грі, буде намагатися максимізува-
ти свій виграш.  
У дослідженні [Ошибка! Источник ссылки не найден.] визначено рівно-
вагу Неша у біматричній грі. Для оцінки використані економічні показники 
прибутковості підприємств та показники ринку. В описуваній моделі виникли 
великі труднощі в оцінці рівня значення для ігрових матриць. Оцінка прибутку 
серед показників була великою складністю, з якою стикалися під час виконання 
роботи. В отриманих результатах виділялося існування хоча б однієї точки рів-
новаги, окрім врахування певного критерію отримання точки рівноваги Неша 
для змішаних стратегій. 
Досліджено гри з загальним призом більше нуля [Ошибка! Источник 
ссылки не найден.]. Показано, що цей клас ігор досить великий, щоб підтри-
мати будь-які позитивні виплати гравцям, сумарно менше значення призу. Це 
може бути результат унікального рівноваги Неша з чистою стратегією для пра-
вильно обраних значень параметрів ефективності. Рівновага в такому змаганні 
призводить до поділу призу на позитивні виграшні частки для гравців, сума 
яких не перевищує загальний виграш, і залишкової частки, яка втрачається че-
рез розсіювання ренти. Проте для дослідження алгоритмів поведінки аграрного 
підприємства необхідний аналіз рівноважного стану для заданої специфікації 
функцій, тобто стратегії поведінки в залежності від зусиль гравців. 
Проаналізовано точку рівноваги Курно Неша і локальна стійкість 
[Ошибка! Источник ссылки не найден.]. Показано, що хаотична поведінка 
характеризується змінюваність, яка викликана тангенціальною біфуркацією. 
Дослідження показує, що невідповідна швидкість коригування поведінки гравця 
може бути однією з причин того, що він стає більш вразливим.  
Введено позначення матричних ігор з нульовою сумою від двох осіб з нечі-
ткими виграшами, різні типи стратегій рівноваги для нечітких ігор. Досліджено 
зв’язок між параметричними біматричних іграми і стратегіями рівноваги Неша і 
визначено, що в грі з нульовою сумою двох осіб існує як мінімум одна стратегія 
рівноваги по Парето-Неша в нечіткій грі [Ошибка! Источник ссылки не 
найден.]. 
При певній внутрішньої рівновазі Неша на внутрішньому ринку для двох 
товарів граничні норми заміщення зрівнюються між країнами. Це може статися, 
тільки якщо розподіл вкладів, який є розподілом рівноваги, також є оптималь-
ним за Парето розподілом [Ошибка! Источник ссылки не найден.]. 
У роботі [Ошибка! Источник ссылки не найден.] запропоновано методи 
розрахунків нижньої та верхньої межі ціни стійкості для класу зважених ігор у 
перевантаженому стані з поліноміальними затримками з негативними коефіцієн-









Нешем. Однак в якості визначення стану рівноваги за Нешем використовувався 
глобальний мінімізатор потенціалу Розенталя [Ошибка! Источник ссылки не 
найден.]. Тобто для відображення верхніх меж ціни стабільності використовува-
вся потенційний метод, який можна застосовувати тільки до потенційних ігор. 
Виконано порівняння підходу з векторами послідовності переваг і існуючо-
го методу для обчислення рівноваг Неша в теорії ігор [Ошибка! Источник 
ссылки не найден.]. Показано, що рівняння з фіксованою точкою еквівалентно 
визначенню рівноваги групового рішення. Однак такий підхід має більшу тим-
часову складність, ніж класичний метод найкращої відповіді. 
Відзначаючи цінність результатів досліджень для теорії й практики стратегі-
чного управління інтеграційними процесами аграрних підприємств слід зауважи-
ти, що окремі аспекти зазначеної проблеми залишаються недостатньо вивченими. 
Більш глибоким дослідженням підлягають методологічні положення досягнення 
рівноваги Неша в статичних, некооперативних іграх. Сутність даного досліджен-
ня є у тому, що пропонуються методичні підходи для моделювання стратегій ін-
теграції аграрних підприємств до оптового ринку сільськогосподарської продук-
ції за різних сценаріїв досягнення рівноваги Неша. Системне дослідження про-
цесів вибору оптимальної стратегії діяльності аграрних підприємств на оптовому 
в сучасних умовах є важливим у теоретичному і практичному аспектах. Тому є 
необхідність у дослідження інструментарію стратегічного управління та визна-
ченні оптимальних алгоритмів поведінки аграрних підприємств. 
 
3. Мета та задачі дослідження 
Метою дослідження є отримання алгоритму формування й вибору оптима-
льної стратегії інтеграції аграрного підприємства до оптового ринку овочевої 
продукції, які ґрунтуються на прикладному інструментарії теорії ігор, моделю-
ванні поведінки виробників на ринку, досягненні рівноваги Неша за різних сце-
наріїв поведінки конкурентів і обсягів інформації про ринкові умови. 
Для досягнення мети були поставлені такі завдання: 
– побудувати алгоритм оптимізації стратегії поведінки виробників на ринку 
за різних сценаріїв поведінки конкурентів шляхом досягнення рівноваги Неша; 
– експериментально дослідити застосування ітераційних алгоритмів для 
обчислення рівноваг на основі відомих розв’язань задач з оптимізації. 
 
4. Алгоритм вирішення проблеми щодо оптимізації поведінки гравців 
за наявності ризиків шляхом досягнення рівноваги Неша 
Найбільш очікуваним напрямком застосування теорії некооперативних 
ігор є дослідження переговорів за участю декількох сторін, для яких установле-
ні правила гри. Проте складність математичної роботи, необхідної для повного 
дослідження, зростає досить швидко з ускладненням гри; так що аналіз гри, є 
дуже складним і може бути здійснений тільки з використанням приблизних об-
числювальних методів [Ошибка! Источник ссылки не найден.]. 
Статична некооперативна гра визначається як ситуація, яка включає в себе 
три компоненти: необмежену кількість гравців n, множина дій (Ai), i∊n і допо-









даткові компоненти, такі як інформаційні набори, час або історію (тобто набори 
минулих дій), які відображаються у функції корисності [Ошибка! Источник 
ссылки не найден.]. 
Поняття точки рівноваги є основним елементом цієї теорії. Це поняття дає 
узагальнення поняття рішення гри з нульовою сумою з двох осіб. Виявляється, 
що множина точок рівноваги гри з нульовою сумою з двох осіб – це просто су-
купність всіх пар протилежних «оптимальних стратегій». У теорії Дж. Неша 
найкраща альтернатива переговорній угоді є найбільш вигідною альтернативою 
дій учасника, для випадку коли переговори не увінчаються успіхом і угода не 
може бути досягнута.  
Вирішення проблем вираження оптимальної стратегії діяльності кожного під-
приємства потребує для розрахунків використання спеціальних методів. Для підп-
риємства, що бере участь в реалізації продукції на ринку, до уваги приймаються 
показники собівартості продукції та тимчасової вартості грошей (товарообіг). 
Виходячи з цього, гра такого типу є набором, що охоплює n гравців, кожен 
з яких пов’язаний з кінцевим набором чистих стратегій. А кожному гравцеві і 
відповідає функція pi яка відображає множину всіх n-наборів чистих стратегій у 
дійсних числах.  
При моделюванні ситуації на ринку, змішаною стратегією гравця і буде 
набір невід’ємних чисел, які мають одиничну суму і знаходяться у взаємно од-
нозначній відповідності до його чистих стратегій. Визначено Si=∑aciaπia, де 
cia≥0 і ∑acia=1, щоб позначити таку змішану стратегію, де визначені πia – є чис-
тими стратегіями гравця i. Далі розглянуто множину Si як точки в симплексі, 
вершинами якого є набір πia. Цей симплекс можна розглядати як опуклу підм-
ножину дійсного векторного простору, що дає природний процес лінійної ком-
бінації для змішаних стратегій [Ошибка! Источник ссылки не найден.].  
У розрахунку використовуватимуться позначення a, b, c для позначення рі-
зних підприємств, а α, β, γ – для визначення відповідних чистих стратегій. Поз-
начення Si , Ti , Ki визначають відповідно змішані стратегії; πia визначає α-чисту 
стратегію i-го підприємства. Функція виграшу, Рi, використовувана у визна-
ченні кінцевої гри вище, має єдине продовження на n-наборів змішаних страте-
гій, лінійних за змішаною стратегією кожного гравця [n-linear]. Ці стратегії по-
значено через Рi, записуючи Рi (S1, S2, ..., Sn). 
Функція $ визначає n-набір змішаних стратегій і якщо $=(S1, S2, ..., Sn), то 
Pi($) буде визначати Рi (S1, S2, ..., Sn). Такий n-набір, $, також буде розглядати-
ся як точка в векторному просторі, простір добутків векторних просторів, що 
містять змішані стратегії.  
Множина всіх таких n-наборів утворює опуклий багатогранник, добуток 
симплексів, що представляють змішані стратегії. Точка рівноваги в n-кортежі $ 
у цьому випадку визначатиметься, коли для кожного гравця і виконується рів-
няння [Ошибка! Источник ссылки не найден.]:  
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Змішана стратегія Si використовує чисту стратегію $, якщо   

 i i iS c  и 
cia≥0. Якщо $=(S1, S2, ..., Sn), а Si використовує πia, з цього випливає, що $ також 
використовує πia. Із лінійності Рi (S1, S2, ..., Sn) у Si [Ошибка! Источник ссыл-
ки не найден.],  
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Визначимо Pia($)=pi($; πia). Тоді отримаємо наступну тривіальну необхідну 
і достатню умову того, щоб $ була точкою рівноваги [Ошибка! Источник 
ссылки не найден.]: 
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реження (3) потрібно мати cia=0 щоразу, коли pia($)<maxβpiβ($), тобто $ не вико-
ристовує πia, якщо це не є оптимальною чистою стратегією для гравця i. З цього 
випливає твердження: якщо πia використовується в $, тоді pia($)<maxβpiβ($), є ще 
однією необхідною і достатньою умовою для точки рівноваги. Через те, що 
критерій (Pi($)) для рівняння точки рівноваги може бути виражено прирівнян-
ням n-пар безперервних функцій на просторі n-кортежів $ точки рівноваги во-
чевидь, утворюють замкнуту підмножину цього простору [Ошибка! Источник 
ссылки не найден.].  
Розглянемо умови застосування цих теорем для визначення оптимальної 
стратегії дій аграрного підприємства при вході на оптовий ринок овочевої про-
дукції. Очевидно, що коли певне аграрне підприємство тільки з’являється на 
ринку, то для нього ціна продукції, що становилася на ринку, є фактично фіксо-
ваною. Такий стан речей відповідає умовам досконалої конкуренції, коли окре-
мі суб’єкти ринку не мають вирішального впливу на ціну продукції [Ошибка! 
Источник ссылки не найден.]. 
Теорія фон Неймана в кращому випадку розглядає лише досить частковий 
вид таких ігор: ігри, в яких допускаються угоди, переговори і побічні платежі 
між гравцями. Проте у багатьох аналізованих ситуаціях стосунки між 
суб’єктами оптового ринку не належать до такого виду відносин [Ошибка! Ис-
точник ссылки не найден.]. Розвиваючи теорії фон Неймана у подальшому 
здійснювалися різноманітні спроби розрізнити некооперативні та кооперативні 
ігри [Ошибка! Источник ссылки не найден.]. У некооперативних іграх між 
гравцями не допускається ніякого зв’язку, зокрема їм не дозволено складати 
угоди про побічні платежі. Некооперативні ігри визначаються основними і види 
кооперативних ігор зводяться до некооперативних. Це досягається включенням 
переговорів кооперативної гри як формальних ходів в некооперативну гру (такі 









Стратегія гравців яка полягає у виборі дії з множини Xi, називається чистою 
стратегією. А у разі побудови нормальної форми гри за її розгорнутою формою 
може бути більш складною, ніж просто вибір одного з елементів множини дій Xi. 
Згадаймо, що в іграх у розгорнутій формі для тих ходів, які робила природа, вка-
зувалася вірогідність того чи іншого її «ходу». Аналогічно і гравці можуть не ви-
бирати в кожній ситуації деяку єдину дію, а вибирати одну з дій з певною ймові-
рністю. Тоді вибір гравця буде описуватися імовірнісним розподілом на множину 
можливих у цій ігровій ситуації дій, яке називається змішаною стратегією. Дос-
лідженнями визначено, що така поведінка в деяких ситуаціях може привести гра-
вця до більш вигідного розподілу корисностей. І кожна така подія по суті є окре-
ма гра, за підсумками якої будується стратегія на наступний раунд [Ошибка! Ис-
точник ссылки не найден.].  
За умови відсутності будь-яких знань інформації моделювання, як-то пере-
вага споживача, загальний попит або граничні витрати, або ціна конкурентів, 
підприємства реалізують стратегії немодельної оптимізації в реальному часі. 
При реалізації стратегій Неша використовується детермінований пошук екстре-
муму з синусоїдальними збуреннями, для визначення допустимого діапазону 
рівня відпускних цін. 
Стратегію пошуку Неша використано для того, щоб стабільно досягти рів-
новаги Неша в некооперативних іграх. Гравцям не потрібно знати математичну 
модель своїх функцій виграшу або базової моделі гри. Їм потрібно тільки вимі-
ряти свої власні значення виграшу при визначенні їх дій на протязі визначеного 
часу, які класифікують цю стратегію як навчання [Ошибка! Источник ссылки 
не найден.]. 
5. Застосування ітераційних алгоритмів для знаходження стану рівно-
ваги Неша для прогнозування поведінки гравця 
За умовами кооперативних ігор у випадках, коли в грі n-гравців, їм дозво-
ляється певним чином утворювати коаліції. Таким чином, у них виникають так 
звані зобов’язуючі угоди між гравцями. Ці домовленості повинні безумовно до-
тримуються усіма гравцями за правилами гри. Наслідками ж цих домовленос-
тей є укладення союзів між гравцями (утворення коаліцій), і відповідно частина 
доходу переходить від одних гравців до інших. Для оцінки ефективності 
об’єднання важливий той аспект кооперативних ігор, який має справу з поділом 
виграшу (доходу), отриманого коаліцією, серед її суб’єктів. 
При використанні стандартної схеми оновлення паралельних дій гра гаран-
товано досягає рівноваги Неша тільки за умови, що кожен гравець знає як свої 
граничні витрати і ціну, так і ці ж показники для іншого гравця на попередньо-
му кроці ітерації. Також необхідною умовою є включення в розрахунки показ-
ників загального попиту і переваг споживача. 
Конкуруючи за прибуток, в умовах некооперативної гри, підприємства які 
є відповідно гравцями P1 і P2 встановлюють свої ціни відповідно – U1 і U2. 
Прибуток кожного підприємства визначається, як добуток кількості проданих 
одиниць Si і прибутку на одиницю продукції, що також є різницею між рівнем 
продажної ціни Ui і маржинальної або виробничої вартості продукту Mi. У ма-
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де Si – кількість реалізованої продукції, Mi – гранична вартість та i∊(1, 2) для P1 
і P2 [Ошибка! Источник ссылки не найден.]. 
Для моделювання загальної поведінки ринку, досліджено модель за якою 
споживач віддає перевагу продукту P1, але готовий купити продукт P2, якщо 
його ціна U2 буде досить нижче, ніж ціна U1. Далі моделюється рівень продаж 
кожної фірми як [Ошибка! Источник ссылки не найден.]: 
 
   1 2 , dS t S s t        (5) 
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1
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Загальний споживчий попит Sd фіксований для простоти розрахунків, а 
переваги споживача для P1 кількісно визначаються як p>0. За результатами мо-
делювання загального рівня продажі для кожного підприємства визначено, що 
виконуються нерівності u1>u2 і (u1–u2)/p<Sd. 
Застосувавши (5) і (6) для розрахунку (4), отримуємо формулу розрахунку 
прибутку, якій виражається квадратичними функціями цін [Ошибка! Источ-
ник ссылки не найден.]: 
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І після цього визначаємо рівновагу Неша [Ошибка! Источник ссылки не 
найден.]: 
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   du m m S p  
 
Якщо m1=m2, то обмеження u1>u2 і (u1–u2)/p<Sd задовольняється рівнова-
гою Неша, а m1 – m2 лежить в інтервалі (–Sdp, 2Sdp).  
Для визначення рівноваги Неша 1
" " ", , [ ,] Tnu u u
 (Выделенные значения 









один под другим) для гри з n-гравців [Ошибка! Источник ссылки не най-
ден.]: 
 
   " " ",   , , i j i i i iJ u u J u u        (9) 
 
, i iu U   1, , . i N      (10) 
 
де Ji – є функція виграшу гравця i , u-i – його дія, iU  – набір дій і u-i. позначає дії 
інших гравців. Отже, жоден гравець не має стимулу в односторонньому поряд-
ку відхиляти його дії "iu . У ідеалізованому вигляді, U1=U2=R+ , де R+ позначає 
сукупність позитивних дійсних чисел. 
Для реалізації цієї стратегії досягнення рівноваги Неша немає необхідності 
в будь-якій інформації, що моделює ринок, таких як переваги споживача p, за-
гальний попит Sd, або граничні витрати, або ціна іншого виробника. Аграрні 
підприємства на ринку реалізують немодельну оптимізацію в реальному часі дії 
стратегії, наприклад, детермінований пошук екстремуму з синусоїдальними 
збуреннями, щоб встановити свої ціни на оптимальному рівні. Зокрема P1 і P2 
встановлюють свої ціни u1 і u2, відповідно до стратегії, що змінюється за часом, 
доки не досягнуто рівняння [Ошибка! Источник ссылки не найден.]: 
 
      , i i i iu t k t J t      (11) 
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де μ(t)=ai sin(φit + φi), ki, ai , φi>0 та  1, 2 .   
Частоти прийняття рішень у цьому випадку мають форму: 
 
.  i i      (13) 
 
де ω – позитивне, дійсне число і ϖi є позитивним, раціональним числом. Ця фо-
рма зручна для аналізу конвергенції.  
Проведено симуляційні розрахунки із визначенням загального виду графі-
ків, що відповідають отриманим цінам та рівням прибутку, коли гравці впрова-
джують досліджені стратегії.  
Для моделювання процесу приведення системи до стану рівноваги Неша, 
визначено такі параметри: Sd=100, p=0,2, m1=m2=30, a1=0,075, a2=0,05, k2=2, 
k2=5, ω1=26,75рад/c, ω2=22рад/c, u1(0)=û1(0)=50, u2(0)=û2(0)=110/3. Рівновага 
Неша не досягається тривіальним образом 2
"
2 (0)  ,u u  через що u2(t) збільшуєть-
ся спочатку перед тим, як зменшуватися до "2 ,u  внаслідок загальної динаміки 









товано сходяться до рівноваги Неша, застосовуючи стандартну схему оновлення 
паралельних дій [Ошибка! Источник ссылки не найден.]: 
 







du u m S p    (14) 
 







u u m     (15) 
 
Для P1 потрібно знати загальний попит і параметр споживчих переваг. По 
суті, P1 повинен знати майже всю відповідну модельну інформацію [Ошибка! 
Источник ссылки не найден.]. На відміну від цього, при використанні алгори-
тму пошуку екстремуму, підприємствам потрібно лише виміряти значення вла-
сних функцій виграшу, J1 і J2. У цьому розрахунку встановлено локальні резуль-
тати, за допомогою теорії яка являє собою синтез двох різних теорій: нелінійної 
теорії Флоке і теорії збурень [Ошибка! Источник ссылки не найден.].  
Однак існує можливість розрахувати нелокальний результат для цього при-
кладу напівглобально, згідно з методикою для статичних ігор з квадратичними 
функціями виграшу. Для детального аналізу нелокальної збіжності контролерів 
пошуку екстремумів, використовуються методи що застосовуються до загаль-
них опуклих систем [Ошибка! Источник ссылки не найден.]. 
Для вирішення завдання щодо знаходження стану рівноваги Неша в неква-
дратичній грі з гравцями, які використовують стратегію пошуку екстремуму, на 
підставі з розрахованих раніше рівнянь, розглянемо систему:  
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стан рівноваги якої визначається формулою: 
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Якобіан при такій рівновазі має властивість Гурвіцевості, якщо виконуєть-









стійкий, але не для всіх (u2, u2)∊R2. Як зазначалося раніше, цю обмежувальну 
вимогу локальної експоненціальної стійкості для всіх u∊RN було зроблено тіль-
ки для зручності позначення, і фактично це тільки припущення для гравців. 
Отже, в цьому прикладі дії гравців обмежуються набором: 
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При ,x x  функція прибутку виглядає, як 
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Потенційні поверхні виграшної функції з їх пов’язаними кривими реакції, 
які лежать в наборі дій, і екстремалі ∂Ji/∂uS=0, які лежать поза U, накладаються 
одна на одну. 
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В u” виконуються припущення про те, що існує принаймні одна, можливо, 
багаторазова ізольована стійка рівновага Неша " " "1 , , ,   Nu u u  таке, що всі 
i∊{1, … , N}; та про те, що матриця 
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є суворо діагонально домінуючою і відповідає критерію гурвіцевості матриці, що 
передбачає стійкість u”, тоді як в υ”, ці припущення порушуються, як і повинно 
бути, оскільки подальший аналіз покаже, що υ” – це нестійка рівновага Неша.  
Криві реакції також перетинаються на межі множини дій ∂U в (0, 0), що 
означає, що ця гра має рівновагу Неша на межі, яку гравці можуть шукати за-









Щоб гравці залишилися в наборі дій, можливо використовувати модифіко-
вану стратегію пошуку Неша, яка використовує проекцію як показано в дослі-
дженні [Ошибка! Источник ссылки не найден.]. 
Для дослідження стратегії дій аграрних підприємств на оптовому ринку 
овочевої продукції, використовуємо розраховану раніше модель (11), (12): 
 
      , i i i iu t k t J t  
 
     .  i i iu t u t t  
 
На підставі цього будуємо систему:  
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де ai, bi, hi, di – постійні невід’ємні коефіцієнти; x1=0, x2=0 в точці  1 2,  x x – стан 
рівноваги. 
Знайдемо цю точку: 
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Проведено розрахунок власних чисел матриці: 
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Ці числа від’ємні, тому система стійка. 
Застосовано знайдену точку у функції виплат (тобто допускається, що фу-
нкція знаходиться в положенні рівноваги, що буде близько до реального стану 
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Знайдено криві реакції 1 2,l l : 
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Довільний приклад графічного відображення кривих реакції досліджувано-











Рис. 1. Графік кривих реакції l1, і l2 
 
Знайдено матрицю з припущення, матриця суворо діагонально домінує і, 
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Для визначення стану рівноваги за Нешем, необхідним є врахування основних 
параметрів й коефіцієнтів моделі на підставі маркетингових досліджень ринку. Се-
ред показників головними є вподобання покупців, межі ринку, вплив ринку, вплив 
якості продукції, витрат і обсягу разової партії на величину ціни підприємства. 
Для симуляційних розрахунків із визначенням загального виду графіків, 
що відповідають отриманим цінам та рівням прибутку, коли аграрні підприємс-
тва (гравці) впроваджують досліджені стратегії, розраховано наступні коефіціє-
нти в числовому вираженні. Стартова ціна прийнята за 1,00. Визначено коефіці-
єнти a1=5, a2=1, a0=10, де a1 – поточне положення підприємства на ринку (впо-
добання покупців), a2 та a0 відповідно межі ринку. Вплив відповідно ринку та 
підприємства на формування прибутку інших гравців на ринку визначено, через 
b1, b2, де b1=5, b2=1. Невідомі коефіцієнти впливу на формування ціни інших 
гравців на ринку визначено, через d1, d2, де d1=1, d1=1. Коефіцієнт впливу якос-
ті представленої на реалізацію продукції на величину ціни підприємства 
h1=0,15. Коефіцієнт впливу обсягу разової партії продукції на величину ціни 
підприємства h2=0,2. Коефіцієнт впливу маржинальної собівартості виробленої 
продукції на величину ціни підприємства h3=0,65. Коефіцієнт впливу постійних 
витрат на виробництво продукції на величину ціни підприємства h4=1,0. 
Серед знайдених рішень застосованої моделі знайдено перетин кривих ре-
акції l1(u2) та l2(u1) в точці (1.77, 1.36) – це єдиний перетин який на влаштовує в 
допустимій області стратегій – рівновага Неша (рис. 2).  
Досліджена матриця була б від’ємне визначеною, якби виконувалися при-














Наведені числові розрахунки демонструють ефективність подальших дос-
ліджень вибору оптимальних варіантів руху і шляхів їх досягнення, який мож-











Рис. 2. Потенційні поверхні виграшної функції 
 
 
6. Обговорення результатів прогнозування знаходження стану рівно-
ваги Неша в неквадратичній грі 
Запропоновано алгоритм оптимізації стратегії поведінки гравців в статич-
них, некооперативних іграх з двома гравцями.  У (1) визначено, що точка рів-
новаги являє собою n-кортеж $, а змішана стратегія максимізує виграш кожного 
гравця за умови, що стратегії інших утримуються фіксованими. Алгоритм скла-
дається з двох етапів. На першому етапі обирається n-набір змішаних стратегій 
всіх гравців включає непусті, опуклі і компактні, а функція виграшу кожного 
гравця визначається як квазівогнута. Як значення функції виграшу гравця в си-
туації, коли змішана стратегія використовує чисту стратегію, очікувана корис-
ність визначається по (2). 
Гравець не може визначити апріорно, чи є його початкова дія досить пра-
вильною щоб гарантувати збіжність, тому чисті стратегії гравця замінюються 
послідовностями вибору по ходу гри. Тому на другому етапі перевіряється тве-
рдження, що в грі існує точка рівноваги Неша в чистих стратегіях (3). 
Для реалізації алгоритму необхідно домогтися локальної збіжності резуль-
татів, оскільки функції виграшу можуть бути неквадратічними і можуть існува-
ти множинні ізольовані рівноваги Неша. Однак для квадратичних виграшів 









Виконано розрахунок можливих стратегій дій підприємств на ринку, де 
гравці вимірюють тільки свої власні значення виграшу, що дозволяє визначити 
основні екстернальні ефекти, які при цьому виникають. При використанні алго-
ритму пошуку екстремуму в (11), (12) для гравців виведено значення їх власних 
функцій виплат. У числовому розв’язанні розрахований нелокальний результат 
для статичних ігор з квадратичними функціями виграшу, використовуючи чисе-
льні значення.  
Аналіз нелокальної збіжності регуляторів пошуку екстремуму, що застосо-
вуються до загальних опуклих систем, показав, що для неквадратичних функції 
виграшу потенційні поверхні виграшної функції з їх пов’язаними кривими реа-
кції, які лежать в наборі дій і визначеній екстремалі, які лежать поза U, накла-
даються одна на одну (16), (17). 
Коли дії гравців обмежені замкнутим і обмеженим набором дій – , NU  
криві реакції також перетинаються на межі множини дій ∂U в (0, 0). Це означає, 
що ця гра має рівновагу Неша на межі (18), яку гравці можуть шукати залежно 
від початкових умов гри.  
Визначена рівновага може бути нестабільною, адже в точці рівноваги не 
виконується правило, що кожен діагональний елемент строго більше суми всіх 
інших елементів рядка. Швидше за все, це все-таки стабільна рівновага, але пе-
ревірити це складно, адже це тільки математичний висновок за результатами 
вирішення системи. 
 Подальші дослідження можуть бути спрямовані на розробку методів під-
вищення якості винаходження оптимальної стратегії діяльності аграрного підп-
риємства на оптовому ринку овочевої продукції. 
 
7. Висновки 
1. Застосування пропонованого алгоритму реалізує випадковий механізм 
відповідно до імовірнісного  розподілу на множину можливих у ігровій ситуації 
дій,  коли кожен гравець незалежно від інших вибирає змішану стратегію. 
Даний алгоритм використовує чисті стратегії гравця на початковому етапі 
гри, які обираються довільно з визначеної множини дій.  На кожному кроці ви-
конання алгоритму визначені стратегії замінюються послідовностями вибору, 
які знаходяться у взаємно однозначній відповідності до його чистих стратегій. 
Функція виграшу, використовувана у визначенні кінцевої гри, вище, має 
єдине продовження на n-наборів змішаних стратегій, лінійних за змішаною 
стратегією кожного гравця. Таким чином, алгоритм дозволяє визначити страте-
гію гравця, яка є домінуючою. Алгоритм є реалізованим, якщо значення цільо-
вої функції є не гіршим за значення цільової функції при виборі чистої стратегії 
при довільних виборах своїх стратегій усіма іншими гравцями. 
При реалізації пропонованого алгоритму стратегія дій кожного гравця оптима-
льна проти стратегії інших гравців, що, зокрема, дає можливість вирішення завдань 
оптимізації стратегії діяльності підприємства у реалізації продукції на ринку. 
2. Для пошуку рівноваги Неша з проекцією застосовано ітераційні алгори-
тми оскільки більшість задач не має рішення в аналітичній формі через вимогу 









слення рівноваг у загальному класі неквадратичних опуклих багатогранників, 
через комплексне використання чисельних методів, щоб гарантувати, що їх дії 
залишаються відповідними. 
Збіжність до рівноваги Неша не досягається тривіально до тих пір, поки 
відбувається спочатку зростання, а потім зменшення розрахункових показників 
Ji(t) через загальну динаміку системи рівнянь. Застосування детермінованого 
пошуку екстремуму функцій з синусоїдальними збуреннями дозволило 
розв’язати систему нелінійних рівнянь, що дозволяє підприємству встановити 
свої ціни на оптимальному рівні. 
Проведений за допомогою пропонованого алгоритму дій розрахунок рівно-
вагі Неша з дозволяє: 
– виділити типові ситуації, що виникають протягом часу, доки не досягну-
то рівняння, кількісні та якісні характеристики яких також гарантовано сходять-
ся до рівноваги Неша; 
– розрахувати нелокальний результат напівглобально, згідно з методикою 
для статичних ігор з квадратичними функціями виграшу. 
Використаний підхід дозволяє підприємствам, спростити розрахунки при 
прийнятті рішень, щодо дій підприємств на ринку, вимірюючи лише власні зна-
чення виграшу не вимагаючи потенційної оцінки невизначених параметрів.  
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